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1-a ρ ∈ {0, 1/N, 2/N, . . . , 1}について P (ρ)の厳密な上界を

P (ρ) ≤ e−Nψ(ρ)+gN

という形に書き、limN↑∞ |gN |/N = 0を示せ。

1-b 素事象 i = 1, 2, . . . , Ωの確率を pi とする。同じ系を N 個用意したとき、素事象 iが
生じている系の個数を N̂i とする。

∑Ω
i=1 Mi = N を満たすM1, . . . ,MΩ について、確率

Prob[N̂1 = M1, N̂2 = M2, . . . , N̂Ω = MΩ]のN ≫ 1のときのふるまいを求めよ（結果を
相対エントロピーで表すとよい）。

1-c 「固体」のモデルで系全体を n個の部分に分割。i番目の部分の励起分子の密度を ρ̂i

とする。N ≫ nであればほぼ確実に ρ̂i ≅ ρ0 となることを示せ。

2-a「固体」のモデル（N 個の分子があり、各々がエネルギー 0の基底状態かエネルギー
ϵ0 > 0の励起状態のいずれかをとりうる）をカノニカル分布で扱い、全エネルギーの期待
値 〈E〉を T の関数として求めよ。

2-b 講義と同じスピン系で、四つの異なったスピンが同じ向きにそろいたがるモデルを考
えよう。スピン配位 σ = (σ1, σ2, . . . , σN )に対応するエネルギーを

Eσ = − 1
N3

∑
i,j,k,ℓ=1,...,N

(i>j>k>ℓ)

σiσjσkσℓ

とする。N ≫ 1として、温度 T のカノニカル分布での磁化N−1
∑N

i=1 σ̂iのふるまいを解
析し対称性が自発的に破れているかどうかを調べよ。温度 T ではなく β = 1/(kBT ) > 0

を用いるといい。

2-c 相互作用のある気体のきわめて単純化したモデルを考える。一つの箱の中に気体分子
が入れる「場所」が N 個ある。各々の「場所」には最大でも一個の分子が入れるとする
（つまり、各々の「場所」は空っぽであるか、分子が一個入っているかのいずれか）。
このような箱が二つある。分子は全部でM 個あり、分子は二つの箱の間を行き来でき

る。分子の平均密度は ρ0 = M/(2N)である。箱 1の中の分子の数をM1、箱 2の中の分
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子の数をM2 と書こう（よってM1 + M2 = M）。v ̸= 0を定数とし、分子数M1,M2 の
配置に対応するエネルギーを

EM1,M2 = v
( (M1)2

N
+

(M2)2

N

)
とする。つまり、各々の箱の中の分子どうしが相互作用しあっており、v > 0 が斥力、
v < 0 が引力に対応する。N ≫ 1 として、温度 T のカノニカル分布での M̂1/N のふる
まいを解析し対称性が自発的に破れているかどうかを調べよ。このモデルのパラメターは
v,ρ0,β = 1/(kBT ) > 0である。
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