
Bell-CHSH 不等式 
の導出
田崎 晴明

理科系一般向け講義 2022/11 @YouTube写真は 1982 年のベル、CERN より

付録

量子力学の知識はまったく使わない
大学の数学の記法を使う



基本的な隠れた変数の理論



基本的な隠れた変数

 隠れた変数  により測定結果を指定λ ∈ {1,2,…,16}

  回の実験　　　隠れた変数の列 N λ1, λ2, …, λN

列は完全に任意

λ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
a1(λ) +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1
a2(λ) +1 +1 +1 +1 −1 −1 −1 −1 +1 +1 +1 +1 −1 −1 −1 −1
b1(λ) +1 +1 −1 −1 +1 +1 −1 −1 +1 +1 −1 −1 +1 +1 −1 −1
b2(λ) +1 −1 +1 −1 +1 −1 +1 −1 +1 −1 +1 −1 +1 −1 +1 −1

1

確率的である必要はない
<latexit sha1_base64="cTLeiuznlQcwlpIZRyEQ3hzc0f0="></latexit>

N(�) =
NX

j=1

��,�j 列の中に  が現れた回数λ

<latexit sha1_base64="rlytvHJMx7VuIRq0KXkCmyAFly8=">AAACK3icbZDLSsNAFIZPvNZ6i7p0Ey2CbkoipboRim5clQr2Am0sk8mkHTqZhJmJUEIfR3Djq7jQhRfc+h5O2yy09cAwH//5DzPn92JGpbLtD2NhcWl5ZTW3ll/f2NzaNnd2GzJKBCZ1HLFItDwkCaOc1BVVjLRiQVDoMdL0BlfjfvOeCEkjfquGMXFD1OM0oBgpLUXmATyAhARC6EKqmQHS7IGv7wtwYAR3WnegrKkKxzOOE+2pds2CXbQnZc2Dk0EBsqp1zZeOH+EkJFxhhqRsO3as3BQJRTEjo3wnkSRGeIB6pK2Ro5BIN53sOrKOtOJbQST04cqaqL8nUhRKOQw97QyR6svZ3lj8r9dOVHDuppTHiSIcTx8KEmapyBoHZ/lUEKzYUAPCguq/WriPBMJKx5vXITizK89D47TolIulm1KhcpnFkYN9ONTBOnAGFbiGGtQBwyM8wxu8G0/Gq/FpfE2tC0Y2swd/yvj+AffDm+k=</latexit>

16X

�=1

N(�) = N

<latexit sha1_base64="C3WUot/DbZWYBRbUExOR/kywrU0=">AAACK3icbZDLSsNAFIZPvNZ6i7p0Ey2CbkoipboRim5cVrAXaGOZTCbt0MkkzEyEEvo4ghtfxYUuvODW93DSZqGtB4b5+M9/mDm/FzMqlW1/GAuLS8srq4W14vrG5ta2ubPblFEiMGngiEWi7SFJGOWkoahipB0LgkKPkZY3vMr6rXsiJI34rRrFxA1Rn9OAYqS0FJkH8AASEgihB6lmBkizB76+L8CBMdxp3YGqJgHHM46TzNMzS3bZnpQ1D04OJcir3jNfun6Ek5BwhRmSsuPYsXJTJBTFjIyL3USSGOEh6pOORo5CIt10suvYOtKKbwWR0Icra6L+nkhRKOUo9LQzRGogZ3uZ+F+vk6jg3E0pjxNFOJ4+FCTMUpGVBWf5VBCs2EgDwoLqv1p4gATCSsdb1CE4syvPQ/O07FTLlZtKqXaZx1GAfTjUwTpwBjW4hjo0AMMjPMMbvBtPxqvxaXxNrQtGPrMHf8r4/gEFhpvw</latexit>

16X

�=1

r(�) = 1
<latexit sha1_base64="+5JPwpRdHyKaRr2JpIsgoJsgBJ0=">AAACJ3icbVDLSsNAFL3xWesr6tKFwSLopiRS1I1QdONKKtgHtKFMJpN26CQTZiZCCf0bXfgrbgQV0aV/4jTNQtseGOZwzrnM3OPFjEpl29/GwuLS8spqYa24vrG5tW3u7DYkTwQmdcwZFy0PScJoROqKKkZasSAo9BhpeoPrsd98IEJSHt2rYUzcEPUiGlCMlJa4eQACjuEJGCAIwQNf3ydwqZVAOwgwpHA7JzHK9FHXLNllO4 M1S5yclCBHrWu+dXyOk5BECjMkZduxY+WmSCiKGRkVO4kkMcID1CNtTSMUEumm2Z4j60grvhVwoU+krEz9O5GiUMph6OlkiFRfTntjcZ7XTlRw4aY0ihNFIjx5KEiYpbg1Ls3yqSBYsaEmCAuq/2rhPhIIK11tUZfgTK88SxqnZeesXLmrlKpXeR0F2IdDXa4D51CFG6hBXRf+CC/wDh/Gs/FqfBpfk+iCkc/swT8YP79M/ps7</latexit>

r(�) =
N(�)

N
列の中に  が現れた頻度λ

唯一の仮定　各々の実験において、  を測定し
た際に得られる（はずの）測定結果は事前に確定している

A1, A2, B1, B2



測定量の選択と相関関数
 A, B が測定する量をランダムに選ぶ
各々の  について、他のすべての事象と独立に、
確率  で  のいずれかを選ぶ

j = 1,…, N
1
4 (1,1), (1,2), (2,1), (2,2)

 :  が選ばれた  の集まり　Sα,β (α, β) j
<latexit sha1_base64="2Ab4ANCO0QY1FGdzsnALB/xp5Dw="></latexit>

{1, 2, . . . , N} = S1,1 [ S1,2 [ S2,1 [ S2,2

：  の要素の個数（  が選ばれた回数）Nα,β Sα,β (α, β)
<latexit sha1_base64="o5UrKV3g6JOphS7K8H4Oe43gHPk=">AAACCnicbVBNS8NAEN3Ur1q/oh69rBZBUEoSinoRil48lQr2A9oQNttNu3SzCbsboYSevfhXvHhQxKu/wJv/xm2ag7Y+WObNmxlm5/kxo1JZ1rdRWFpeWV0rrpc2Nre2d8zdvZaMEoFJE0csEh0fScIoJ01FFSOdWBAU+oy0/dHNtN5+IELSiN+rcUzcEA04DShGSkueeVi/qnupfWZPTrPoZNHJc0fnnlm2KlYGuEjsnJRBjoZnfvX6EU5CwhVmSMqubcXKTZFQFDMyKfUSSWKER2hAuppyFBLpptkpE3islT4MIqEfVzBTf0+kKJRyHPq6M0RqKOdrU/G/WjdRwaWbUh4ninA8WxQkDKoITn2BfSoIVmysCcKC6r9CPEQCYaXdK2kT7PmTF0nLqdjnlepdtVy7zu0oggNwBE6ADS5ADdyCBmgCDB7BM3gFb8aT8WK8Gx+z1oKRz+yDPzA+fwDdZJfa</latexit>

N = N1,1 +N1,2 +N2,1 +N2,2

<latexit sha1_base64="B8mMsjS++ah8xVRhhpiPjt8jZ94="></latexit>

N↵,� =
N

4
+O(

p
N)

等確率だから



相関関数の表式
 相関関数

 の中に  が現れた回数Sα,β λ

<latexit sha1_base64="dnxKOXp6POliq1E/0OL+3We/f2Y="></latexit>

hA↵B�i =
1

N↵,�

X

j2S↵,�

a↵(�j) b�(�j) =
1

N↵,�

16X

�=1

a↵(�) b�(�)N↵,�(�)

<latexit sha1_base64="4jvS+iWD8loEEIJosjimAJf8xQw="></latexit>

hA↵B�i =
16X

�=1

a↵(�) b�(�) r(�)

<latexit sha1_base64="VnAeRhQyuloAR2PlWdExGWLefdA="></latexit>

N↵,�(�)

N↵,�
' N(�)

N
= r(�) のとき任意の  についてN ≫ 1 (α, β)

相関関数の表式

<latexit sha1_base64="O7QNtgwP4UrUzkLy4t5hLV3ru4c="></latexit>

N↵,�(�) =
X

j2S↵,�

��,�j

<latexit sha1_base64="LP4/E1A5tjsmbEBQvFpQjgxN/PE="></latexit>

N↵,�(�) =
N(�)

4
+O(

p
N)

等確率だから

<latexit sha1_base64="B8mMsjS++ah8xVRhhpiPjt8jZ94="></latexit>

N↵,� =
N

4
+O(

p
N)

 のときに  が選ばれた回数λj = λ (α, β)



Bell-CHSH 不等式
任意の  についてλ = 1,…,16

<latexit sha1_base64="sNU6k5JM/UfZZQM1L+XUEekaeqc=">AAACwXiclVHLTgIxFL0zvhBfoy7dTCAmGpTMEKOuDJGNS0zkkQAhnU7BhrYzaTsmZMJf+Av+kDv+xg6wUCAh3qTp6Tn39Lb3BjGjSnve1LK3tnd293L7+YPDo+MT5/SsqaJEYtLAEYtkO0CKMCpIQ1PNSDuWBPGAkVYwqmV664NIRSPxpscx6XE0FHRAMdKGihwGCPrgwxV8QYY5BBCa/dqcbwxer5Vmrso/Xbcba627cXOtdV q+7xS9sjcLdxX4C1CsFrqlz2l1XO87390wwgknQmOGlOr4Xqx7KZKaYkYm+W6iSIzwCA1Jx0CBOFG9dDaBiXtpmNAdRNIsod0Z+9uRIq7UmAcmkyP9rpa1jFyndRI9eOylVMSJJgLPCw0S5urIzcbphlQSrNnYAIQlNW918TuSCGsz9KwJ/vKXV0GzUvbvy3evphvPMI8cXEDBtNWHB6jCC9ShAdh6skKLW8Ku2dSObTlPta2F5xz+hJ3+AEw+tPU=</latexit>

a1(�) b1(�) + a2(�) b1(�)� a1(�) b2(�) + a2(�) b2(�)
<latexit sha1_base64="CkGLoiPQnm4ImX1pVCBTQDKNJWM="></latexit>

= {a1(�) + a2(�)} b1(�)� {a1(�)� a2(�)} b2(�)
<latexit sha1_base64="FX1KjiPM6C6D3k+08BgFHBDb7ig=">AAAB8XicbVDLSgNBEOz1mcRX1KOXwSB4CrtB1IsQ9OIxgnlgsoTZyWwyZHZ2mJkVw5K/8JKDIoInD/6LN79GJ4+DJhY0FFXddHcFkjNtXPfLWVpeWV1bz2RzG5tb2zv53b2ajhNFaJXEPFaNAGvKmaBVwwynDakojgJO60H/auzX76nSLBa3ZiCpH+GuYCEj2FiJwgW8gYQISu18wS26E6BF4s1IoZyVo7uPh+9KO//Z6sQkiagwhGOtm54rjZ9iZRjhdJhrJZpKTPq4S5uWChxR7aeTi4foyCodFMbKljBoov6eSHGk9SAKbGeETU/Pe2PxP6+ZmPDcT5mQiaGCTBeFCUcmRuP3UYcpSgwfWIKJYvZWRHpYYWJsSDkbgjf/8iKplYreafHkxqZxCVNk4AAO4Rg8OIMyXEMFqkBAwCM8wbOjnZHz4rxOW5ec2cw+/IHz/gOpwJKx</latexit>

= ±2

λ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
a1(λ) +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1
a2(λ) +1 +1 +1 +1 −1 −1 −1 −1 +1 +1 +1 +1 −1 −1 −1 −1
b1(λ) +1 +1 −1 −1 +1 +1 −1 −1 +1 +1 −1 −1 +1 +1 −1 −1
b2(λ) +1 −1 +1 −1 +1 −1 +1 −1 +1 −1 +1 −1 +1 −1 +1 −1

a1 a2 a1 + a2 a1 − a2
+1 +1 2 0
+1 −1 0 2
−1 +1 0 −2
−1 −1 −2 0

1

<latexit sha1_base64="4jvS+iWD8loEEIJosjimAJf8xQw="></latexit>

hA↵B�i =
16X

�=1

a↵(�) b�(�) r(�)

<latexit sha1_base64="C3WUot/DbZWYBRbUExOR/kywrU0=">AAACK3icbZDLSsNAFIZPvNZ6i7p0Ey2CbkoipboRim5cVrAXaGOZTCbt0MkkzEyEEvo4ghtfxYUuvODW93DSZqGtB4b5+M9/mDm/FzMqlW1/GAuLS8srq4W14vrG5ta2ubPblFEiMGngiEWi7SFJGOWkoahipB0LgkKPkZY3vMr6rXsiJI34rRrFxA1Rn9OAYqS0FJkH8AASEgihB6lmBkizB76+L8CBMdxp3YGqJgHHM46TzNMzS3bZnpQ1D04OJcir3jNfun6Ek5BwhRmSsuPYsXJTJBTFjIyL3USSGOEh6pOORo5CIt10suvYOtKKbwWR0Icra6L+nkhRKOUo9LQzRGogZ3uZ+F+vk6jg3E0pjxNFOJ4+FCTMUpGVBWf5VBCs2EgDwoLqv1p4gATCSsdb1CE4syvPQ/O07FTLlZtKqXaZx1GAfTjUwTpwBjW4hjo0AMMjPMMbvBtPxqvxaXxNrQtGPrMHf8r4/gEFhpvw</latexit>

16X

�=1

r(�) = 1

<latexit sha1_base64="8qhqOoozjtuA/cLZLEYzXeNjB5c=">AAACq3iclVHLSgMxFL0zvuur6tJNsAiCtMwMoi59bFxJRfvAtpRMeltDM5khyQil+Dn9IXf+jek4i9oWwQsJJ+ece5PcGyaCa+N5X467srq2vrG5Vdje2d3bLx4c1nWcKoY1FotYNUOqUXCJNcONwGaikEahwEY4vJ/qjXdUmsfyxYwS7ER0IHmfM2osFRcplCGACQjAbKcgYZCdCNxCF3y4y/YJqBntfKk3WOot/1E3+Efdee8kdwTdYsmreFmQReDnoAR5VLvFz3YvZmmE0jBBtW75XmI6Y6oMZwI/Cu1UY0LZkA6wZaGkEerOOOv1Bzm1TI/0Y2WXNCRjZzPGNNJ6FIXWGVHzpue1KblMa6Wmf90Zc5mkBiX7uaifCmJiMh0c6XGFzIiRBZQpbt9K2BtVlBk73oJtgj//5UVQDyr+ZeXi6aJ0c5e3YxOO4QTO7ECu4AYeoAo1YM6Z8+g0nKZbdp/dV7f9Y3WdPOcIfoWL31uOrwg=</latexit>

�2  hA1B1i+ hA2B1i � hA1B2i+ hA2B2i  2

Bell 1964, Clauser, Horne, Shimony, Holt 1969

<latexit sha1_base64="Wvo1ZvOAGKqUR6hxRjUhBfH9MDQ=">AAACK3icbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSJUrGWmFHXhoujGZQX7gE4Z7qRpG5rJDElGKEP/x42/4kIXPnDrf5g+Fm31QODknHtI7vEjzpS27U8rtbK6tr6R3sxsbe/s7mX3D+oqjCWhNRLyUDZ9UJQzQWuaaU6bkaQQ+Jw2/MHt2G88UqlYKB70MKLtAHqCdRkBbSQvewOek3e5CXTgtIDBK83d/AXPn/NcJtzkzCmcO+7Iy+bsoj0B/kucGcmhGape9tXthCQOqNCEg1Itx450OwGpGeF0lHFjRSMgA+jRlqECAqrayWTXET4xSgd3Q2mO0HiizicSCJQaBr6ZDED31bI3Fv/zWrHuXrUTJqJYU0GmD3VjjnWIx8XhDpOUaD40BIhk5q+Y9EEC0abejCnBWV75L6mXis5FsXxfzlWuZ3Wk0RE6RnnkoEtUQXeoimqIoCf0gt7Rh/VsvVlf1vd0NGXNModoAdbPLxXuo+8=</latexit>

a1(�), a2(�), b1(�), b2(�) 2 {+1,�1}

より



より複雑な隠れた変数
基本的な隠れた変数に帰着させる



隠れた変数から測定値が決まる場合
 各々の粒子に隠れた変数  および  が書き込まれるΛ1 Λ2

これと整合する一意的な  をとるλ ∈ {1,…,16}

 A が  を測定すると結果は必ず Aα ãα(Λ′ 1) ∈ {+1, − 1}

 B が  を測定すると結果は必ず Bβ b̃β(Λ′ 2) ∈ {+1, − 1}
<latexit sha1_base64="zoEwahpbqi5KcAo7rAZvbLb1uUc="></latexit>

ã↵ : V ! {+1,�1} (↵ = 1, 2)
<latexit sha1_base64="X9NDeD0Dyk/bAPQT6dBKF5r/bj4="></latexit>

b̃� : V ! {+1,�1} (� = 1, 2)

<latexit sha1_base64="mqDS37Jpso3F2KtMeroTWKWj8wU="></latexit>

a↵(�) = ã↵(⇤
0
1) (↵ = 1, 2)

 隠れた変数は何らかの規則（決定的でも確率的でもよ
い）によって  および  に変化Λ′ 1 Λ′ 2

<latexit sha1_base64="+Ic2jkgJSNx6bRyI/5xlsa5OJFY=">AAACDnicbVDLSsNAFJ3UV62vqEtdBEuxgpSkiLpwUXDjwkUF+4AmhMlk0g6dTMLMRCihX+Ci/oobF4oIrly780PcO2mLaPXAwOGcc5l7jxdTIqRpfmi5ufmFxaX8cmFldW19Q9/caooo4Qg3UEQj3vagwJQw3JBEUtyOOYahR3HL659nfusGc0Eidi0HMXZC2GUkIAhKJbl6qWxfqrQP913r8JtWbcLsEMoegjRtDg9cvWhWzDGMv8SakmJtd2SXP19HdVd/t/0IJSFmElEoRMcyY+mkkEuCKB4W7ETgGKI+7OKOogyGWDjp+JyhUVKKbwQRV49JY6z+nEhhKMQg9FQy21HMepn4n9dJZHDqpITFicQMTT4KEmrIyMi6MXzCMZJ0oAhEnKhdDdSDHCKpGiyoEqzZk/+SZrViHVeOrlQbZ2CCPNgBe6AMLHACauAC1EEDIHAL7sEjeNLutAftWXuZRHPadGYb/IL29gU2+56u</latexit>

(⇤0
1,⇤

0
2 2 V)

<latexit sha1_base64="XkmrLlaWRf1PSrvjp6zoe6zzqOI="></latexit>

b�(�) = b̃�(⇤
0
2) (� = 1, 2)



測定値が確率的に決まる場合
 各々の粒子に隠れた変数  および  が書き込まれるΛ1 Λ2

 A が  を測定すると、確率  で , 確率  
で  が得られる

Aα pα(Λ′ 1) +1 1 − pα(Λ′ 1)
−1

 B が  を測定すると、確率  で , 確率  
で  が得られる

Bβ qβ(Λ′ 2) +1 1 − qβ(Λ′ 2)
−1

<latexit sha1_base64="1PMXCeaygW5N1SMPviLpVUNLZ3w="></latexit>

p↵ : V ! [0, 1] (↵ = 1, 2)
<latexit sha1_base64="lmr5RVQW9KOO+XJkCWAE5L7icHI="></latexit>

q� : V ! [0, 1] (� = 1, 2)

 隠れた変数は何らかの規則（決定的でも確率的でもよ
い）によって  および  に変化Λ′ 1 Λ′ 2

<latexit sha1_base64="+Ic2jkgJSNx6bRyI/5xlsa5OJFY=">AAACDnicbVDLSsNAFJ3UV62vqEtdBEuxgpSkiLpwUXDjwkUF+4AmhMlk0g6dTMLMRCihX+Ci/oobF4oIrly780PcO2mLaPXAwOGcc5l7jxdTIqRpfmi5ufmFxaX8cmFldW19Q9/caooo4Qg3UEQj3vagwJQw3JBEUtyOOYahR3HL659nfusGc0Eidi0HMXZC2GUkIAhKJbl6qWxfqrQP913r8JtWbcLsEMoegjRtDg9cvWhWzDGMv8SakmJtd2SXP19HdVd/t/0IJSFmElEoRMcyY+mkkEuCKB4W7ETgGKI+7OKOogyGWDjp+JyhUVKKbwQRV49JY6z+nEhhKMQg9FQy21HMepn4n9dJZHDqpITFicQMTT4KEmrIyMi6MXzCMZJ0oAhEnKhdDdSDHCKpGiyoEqzZk/+SZrViHVeOrlQbZ2CCPNgBe6AMLHACauAC1EEDIHAL7sEjeNLutAftWXuZRHPadGYb/IL29gU2+56u</latexit>

(⇤0
1,⇤

0
2 2 V)

この確率に基づいて測定結果 (の候補)  を選び、 
それと整合する一意的な  をとる

a1, a2, b1, b2

λ ∈ {1,…,16}
<latexit sha1_base64="3H5jxQVmEbuz0KW/nystrQWpHRg="></latexit>

a↵(�) = a↵ (↵ = 1, 2)
<latexit sha1_base64="lFCXv9Y9dWYhK5unQ8wIH5GhabI="></latexit>

b�(�) = b� (� = 1, 2)


